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�. ¯KJÑ

�V´�Fþ�n��þ�m, A : V → V´��N�, eéu∀α, β ∈

V , ∀k, l ∈ Fk

A(kα+ lβ) = kA(α) + lA(β)

K¡A´Vþ��5C�.

Hom(V, V )L«Vþ�¤k�5C��8Ü, 'u�5C��\{, ê

¦ÚÜ¤(¦{)�¤��Fþ��ê.

Mn(F )L«Fþ¤kn�Ý
�8Ü, 'uÝ
�\{, ê¦Ú¦{�

�¤��Fþ��ê.
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�½V���Äα1, α2, · · · , αn, éu∀A ∈ Hom(V, V ), k

A(α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A

Ù¥A ∈Mn(F ). ¡A´�5C�A3Äα1, α2, · · · , αne�Ý
.

½ÂN�

ψ : Hom(V, V ) →Mn(F ), ψ(A) = A

Kψ´Hom(V, V )�Mn(F )��êÓ�N�.

Hom(V, V ) ∼= Mn(F )

¯K: ���5C�3ØÓÄe�Ý
k�o'X?

http://www.amss.ac.cn


Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 6 of 35

Go Back

Full Screen

Close

Quit

�β1, β2, · · · , βn´V�,��Ä, éu�½�A ∈ Hom(V, V ), �

(β1, β2, · · · , βn) = (α1, α2, · · · , αn)T

A(α1, α2, · · · , αn) = (α1, α2, · · · , αn)A

A(β1, β2, · · · , βn) = (β1, β2, · · · , βn)B

K

B = T−1AT
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¯K:

(1) l�5C��Ý, éu�½�A ∈ Hom(V, V )´Ä�3V���

Äε1, ε2, · · · , εn¦�A3§e�Ý
äk�{ü/ª? �{ü/ª´�o?

(2) l Ý 
 � Ý, Ý 
 � q ´Mn(F )þ � � � � d ' X, é u � ½

�A ∈Mn(F ), �¹A��qa¥, �{ü��L�´�o?
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�. �m©)

�V1, V2, · · · , Vs´�Fþ��þ�mV�f�m, eéu∀α ∈ V , �3

���|�þα1 ∈ V1, α2 ∈ V2, · · · , αs ∈ Vs¦�

α = α1 + α2 + · · ·+ αs

K¡V�©)�V1, V2, · · · , Vs��Ú, P�

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs

(Ø: eV = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs, �αi1, αi2, · · · , αiti´Vi���Ä, i =

1, 2, · · · , s, Kα11, α12, · · · , α1t1, · · · , αs1, αs2, · · · , αsts´V���Ä.
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¯K: éu�½�A ∈ Hom(V, V ), ´Ä�3V���Ä, ¦�A3ù�

Äe�Ý
�é�Ý
?

XJkV = V1⊕V2⊕· · ·⊕Vs, �A|Vi
= λiIi, =éu∀ξ ∈ Vi, ÑkA(ξ) =

λiξ, Ù¥Ii�Vi�ü C�, i = 1, 2, · · · , s, K�Vi�Äαi1, αi2, · · · , αiti,

i = 1, 2, · · · , s, A3V�Äα11, α12, · · · , α1t1, · · · , αs1, αs2, · · · , αstse�Ý


�é�Ý
 
λ1In1

λ2In2

...
λsIns


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éuA ∈ Hom(V, V ), e�3���"�þξ¦�

Aξ = λξ, λ ∈ F

K¡λ´A�A��, ¡ξ´A�áuA��λ�A��þ.

�λ´A���A��, -

Vλ = {α|Aα = λα, α ∈ V }

KVλ´V�f�m, ¡Vλ�A�áuA��λ�A�f�m.

http://www.amss.ac.cn


Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 11 of 35

Go Back

Full Screen

Close

Quit

�λ1, λ2, · · · , λs´A�¤kpØ�Ó�A��, �dimVλi
= ni, e

V = Vλ1
⊕ Vλ2

⊕ · · · ⊕ Vλs

�Vλi
� � � Äαi1, αi2, · · · , αini

, i = 1, 2, · · · , s, KA3V�

Äα11, α12, · · · , α1n1
, · · · , αs1, αs2, · · · , αsns

e�Ý
�
λ1In1

λ2In2

...
λsIns


¡A�é�z.

e¢ê�Rþ��þ�mV��5C�A3V���Äe�Ý
�é

¡Ý
, KA�±é�z.
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¯K: eA ∈ Hom(V, V )�é�z, XÛéV���Ä, ¦�A3ù�

Äe�Ý
�é�Ý
?

O�Ú½:

1. ?�V���Äε1, ε2, · · · , εn, �ÑA3dÄe�Ý
A;

2. O�A�A�õ�ªfA(λ), ¿¦ÑfA(λ)¤kØÓ��λ1, λ2, · · · , λs;

3. ¦ÑA�áuλi�¤k�5Ã'�A��þηi1, ηi2, · · · , ηini
, i =

1, 2, · · · , s;

4. -αij = (ε1, ε2, · · · , εn)ηij, j = 1, 2, · · · , ni, i = 1, 2, · · · , s, @

oA3V�Äα11, α12, · · · , α1n1
, · · · , αs1, αs2, · · · , αsns

e�Ý
�
λ1In1

λ2In2

...
λsIns


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¯K: éuØ�é�z��5C�A, UÄ3V¥é���·��Ä,

¦�A3ù�Äe�Ý
äk�{ü/ª? ù��{ü/ª´�o��Ý


?

�A ∈ Hom(V, V ), W´V�f�m. eéu∀α ∈ WkA(α) ∈ W ,

=A(W ) ⊆ W , K¡W´A�ØCf�m.

A�ØKerA = {α|A(α) = 0}Ú�ImA = {A(α)|α ∈ V }Ñ´A�Ø

Cf�m,A�A�f�m�´A�ØCf�m.
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éu�½�A ∈ Hom(V, V ), e�3A�ØCf�mV1, V2, · · · , Vs¦�

V = V1 ⊕ V2 ⊕ · · · ⊕ Vs

�dimVi = ri, �Vi� � � Äαi1, αi2, · · · , αiri
, i = 1, 2, · · · , s,

Kα11, α12, · · · , α1r1
, · · · , αs1, αs2, · · · , αsrs

´V� � � Ä, �A3 § e � Ý


� 
A1

A2
...

As


Ù¥Ai ∈Mri

(F ), i = 1, 2, · · · , s.
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¯K: éuA ∈ Hom(V, V ), XÛéÑ§��
�²��ØCf�m?

···KKK éu∀A,B ∈ Hom(V, V ), eAB = BA, KerB, ImB, B�A�f

�mÑ´A�ØCf�m.

d d · K � �, é u∀A ∈ Hom(V, V ), ∀f(x) ∈ F [x],

kKerf(A), Imf(A), f(A)�A�f�mÑ´A�ØCf�m.
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¯K: UÄé��
õ�ªf1(x), f2(x), · · · , fs(x) ∈ F [x],¦�

V = Kerf1(A)⊕Kerf2(A)⊕ · · · ⊕Kerfs(A) ?

···KKK éu∀A ∈ Hom(V, V ), e3F [x]¥, f(x) = f1(x)f2(x) · · · fs(x),

Ù¥f1(x), f2(x), · · · , fs(x)üüp�, K

Kerf(A) = Kerf1(A)⊕Kerf2(A)⊕ · · · ⊕Kerfs(A)
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¯K: ´Ä�3f(x) ∈ F [x]¦�Kerf(A) = V , =f(A) = 0?

�dimV = n, KdimHom(V, V ) = n2, l
I,A,A2, · · · ,An2
�5�',

��3Ø��"�êk0, k1, k2, · · · , kn2¦�

k0I + k1A+ k2A2 + · · ·+ kn2An2

= 0.

-

f(x) = k0 + k1x+ k2x
2 + · · ·+ kn2xn2

Kf(A) = 0, f(x)¡�A�"zõ�ª.

¯K: N��t¦Ñ��"zõ�ª?

Hamiton-Cayley½n �A ∈ Hom(V, V ), KA�A�õ�ªf(λ)´A�

��"zõ�ª.
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�A ∈ Hom(V, V ), eA�A�õ�ªf(λ)3F [x]¥�©)¤

f(λ) = (λ− λ1)
r1(λ− λ2)

r2 · · · (λ− λs)
rs

K

V = Ker(A− λ1I)r1 ⊕Ker(A− λ2I)r2 ⊕ · · · ⊕Ker(A− λsI)rs

Ù¥Ker(A− λiI)ri¡�A��f�m.

Ker(A− λiI)riþ��5C�(A− λiI)|Wi
÷v[(A− λiI)|Wi

]ri = 0.
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¯K: ´Ä�3gê'A�õ�ª�gê�$�"zõ�ª?

~~~ Ý
  1 1 0
0 1 0
0 0 1


�A�õ�ª�(λ− 1)3, (λ− 1)2�´§�"zõ�ª, 
Ý
 1 1 0

0 1 1
0 0 1


vkgê�u3�"zõ�ª.
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n. �5C����õ�ª

�A ∈ Hom(V, V ), 3A�¤k�""zõ�ª¥, gê�$�Ä�X

ê�1�õ�ª¡�A���õ�ª, P�mA(λ).

(1)A���õ�ªmA(λ)´���.

(2)A�?¿��"zõ�ªÑ´Ù��õ�ª��ª.

(3) A� � � õ � ªmA(λ)� Ù A � õ � ªf(λ)3 �F¥ k � Ó �

�(­ê�±ØÓ).
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e�½n�Ñ
��õ�ª��«¦{.

½½½ nnn �A ∈ Hom(V, V ), X J � 3A� � 
 � ² � Ø C f �

mW1,W2, · · · ,Ws¦�

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws

KA���õ�ª

mA(λ) = [mA|W1
(λ),mA|W2

(λ), · · · ,mA|Ws
(λ)]
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�A ∈ Hom(V, V ), e�3����êl¦�Al = 0, K¡A´�"C

�; ¦�Al = 0¤á�����êl¡��"�ê.

�"�ê�l��"C�A���õ�ªmA(λ) = λl.

�Fþ/X 
a 1 0 · · · 0 0
0 a 1 · · · 0 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · a 1
0 0 0 · · · 0 a


���r�Ý
¡���r���¬, P�Jr(a). deZ���¬|¤�©

¬é�Ý
¡���/Ý


|^��õ�ª�±�x�é�z�5C�:

½½½nnn �A ∈ Hom(V, V ), KA�é�z�¿©7�^��§���õ

�ªmA(λ)3F [λ]¥�©)¤pØ�Ó��gÏª¦È.
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¯K: XÛ|^��õ�ªïÄØ�é�z��5C��(�?

�A ∈ Hom(V, V ), eA���õ�ªmA(λ)3F [λ]¥�©)��gÏ

ª¦È:

mA(λ) = (λ− λ1)
l1(λ− λ2)

l2 · · · (λ− λs)
ls

Ù¥λ1, λ2, · · · , λs´F¥üüØÓ���, K

Ker mA(A) = Ker(A− λ1I)l1 ⊕Ker(A− λ2I)l2 ⊕ · · · ⊕Ker(A− λsI)ls

ÏKer mA(A) = V , -Wi = Ker(A − λiI)li, i = 1, 2, · · · , s,

KWi´A�ØCf�m, i = 1, 2, · · · , s, �

V = W1 ⊕W2 ⊕ · · · ⊕Ws
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�dimWi = ni, i = 1, 2, · · · , s, 3Wi¥���Äαi1, αi2, · · · , αini
, i =

1, 2, · · · , s, K

A(α11, α12, · · · , α1n1
, · · · , αs1, αs2, · · · , αsns

)

= (α11, α12, · · · , α1n1
, · · · , αs1, αs2, · · · , αsns

)

 A1
...

As


Ù¥

A|Wi
(αi1, αi2, · · · , αini

) = (αi1, αi2, · · · , αini
)Ai,

i = 1, 2, · · · , s.
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�
¦

A =

 A1
...

As


�{ü, ÒA¦Ai�{ü, i = 1, 2, · · · , s. Ïd, ·�ïÄWiþ��5C

�A|Wi
, i = 1, 2, · · · , s.

A|Wi
� � � õ � ª ´mA|Wi

(λ) = (λ − λi)
li, -Bi = A|Wi

− λiI,

KBi´Wiþ��"�ê�li��"C�, �

Bi(αi1, αi2, · · · , αini
) = (αi1, αi2, · · · , αini

)(Ai − λiIni
)

¯Kµ �W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W )´�"C�, �

�"�ê�l, UÄ3W¥é���Ä, ¦�B3ù�Äe�Ý
�{ü?
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o. �"C��(�

···KKK �W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W )´�"C�, ��"

�ê�l, K�3ξ ∈ W , ¦��þ|

Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ

�5Ã', l
l ≤ dimW .

http://www.amss.ac.cn


Home Page

Title Page

JJ II

J I

Page 27 of 35

Go Back

Full Screen

Close

Quit

el = dimW , K�þ|

Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ

´W���Ä, l


B(Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ) = (Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ)


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... ...
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0


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el < dimW , K�þ|

Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ

Ø´W���Ä, �d§�)¤�f�m

< Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ >

´B�ØCf�m, ¡�dξ)¤�B−Ì�f�m, P�Zl(ξ;B). K

B|Zl(ξ;B)(Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ)

= (Bl−1ξ,Bl−2ξ, · · · ,Bξ, ξ)


0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... ...
0 0 0 · · · 1
0 0 0 · · · 0


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¯K: WUÄ©)��
B−Ì�f�m��Ú?

k©ÛZl(ξ;B)�A::

∀α ∈ Zl(ξ;B)

⇔ α = kl−1Bl−1ξ + · · ·+ k1Bξ + k0ξ = (kl−1Bl−1 + · · ·+ k1B + k0I)ξ

⇔ α = h(B)ξ, h(B) = kl−1Bl−1 + · · ·+ k1B + k0I

K

Zl(ξ;B) = {h(B)ξ|h(λ) ∈ F [λ], h(λ) = 0 or degh(λ) < l}
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Ïd, Ú?e�Vg:

�W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W ), η1, η2, · · · , ηs´W��

��þ|. éuα ∈ W , e�3h1(λ), h2(λ), · · · , hs(λ) ∈ F [λ], ¦�

α = h1(B)η1 + h2(B)η2 + · · ·+ hs(B)ηs

K¡α�dη1, η2, · · · , ηs F [λ]−LÑ, ¡η1, η2, · · · , ηs´W�B−)¤�X.

�W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W ), eη1, η2, · · · , ηm´W�

��B−)¤�X, 
W�?Ûm − 1��þÑØ´W�B−)¤�X, K

¡η1, η2, · · · , ηm´W�����B−)¤�X.

W�½�3��B−)¤�X, �W���B−)¤�XØ��.
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|^��B−)¤�X, ���

½½½nnn �W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W )´�"C�, KW�

©)��
B−f�m��Ú.

|^þã½n, �±���"C��(�½n.

½½½nnn �W´Fþ�r��þ�m, B ∈ Hom(W,W )´�"C�, ��"

�ê�l, KW¥�3��Ä, ¦�B3dÄe�Ý
B���/Ý
, Ù¥

z���¬�Ìé��Ñ´0, ��êØ�Ll, ��¬oê�uB�A�f

�mW0��ê, t���¬��êN(t)�

N(t) = dim[Im(Bt+1)] + dim[Im(Bt−1)]− 2dim[Im(Bt)]

ù���/Ý
¡��"C�B���IO/, Ø
��¬�ü�gS	,

B���IO/´���.
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íííØØØ �B´�Fþ��"Ý
, Ù�"�ê�l, KB�qu����

/Ý
, Ù¥z���¬�Ìé���0, �?êØ�Ll, ��¬�oê

�uB�A�f�m��ê(=àg�5�§|BX = 0�)�m��ê),

t?��¬��êN(t)�

N(t) = rank Bt+1 + rank Bt−1 − 2rank Bt
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Ê. �5C����IO/

|^�"C��(�½n, �±����õ�ª�©)¤�gÏª¦
È��5C��(�.

½½½nnn �V´Fþ�n��þ�m, A ∈ Hom(V, V ), eA���õ�

ªmA(λ)3F [λ]¥�©)��gÏª�¦È:

mA(λ) = (λ− λ1)
l1(λ− λ2)

l2 · · · (λ− λs)
ls

KV¥�3��Ä, ¦�A3ù�Äe�Ý
A���/Ý
, ÙÌé��
�A��ÜA��; Ìé���λj���¬oêNj�

Nj = dimV − dim[Im(A− λjI)], j = 1, 2, · · · , s,

�Ù¥z���¬��êØ�Llj, t���¬Jt(λj)��êNj(t)�

Nj(t) = dim{Im[(A−λjI)t+1]}+dim{Im[(A−λjI)t−1]}−2dim{Im[(A−λjI)t]}

ù���/Ý
¡�A���IO/, Ø
��¬�ü�gS	,A���
IO/´���.
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íííØØØ �A´�Fþ�n?Ý
, eA���õ�ªm(λ)3F [λ]¥�©)

��gÏª�¦È:

m(λ) = (λ− λ1)
l1(λ− λ2)

l2 · · · (λ− λs)
ls

KA�qu����/Ý
, Ù¥Ìé��þ���´A��ÜA��; Ì

é���λi���¬oêNj�

Nj = n− rank(A− λiI), j = 1, 2, · · · , s,

�Ù¥z���¬�?êØ�Llj, t?��¬��êNj(t)�

Nj(t) = rank(A− λjI)
t+1 + rank(A− λjI)

t−1 − 2rank(A− λjI)
t
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